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Allgemeine Informationen

• Website: http://n.ethz.ch/student/kendallj/

• Podcast: Polybox – link findet ihr auf der Website

• Fragen: stehe 15.06. bis 28.06. zur Verfügung – nutz die Gelegenheit!

«Unmuten», in Chat schreiben oder per email

• Prüfung: Moodle, 90 min, ca. 30 Fragen
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Agenda

1. Tag

• Gausssche Fehlerfortpflanzung

• Kinematik

• Koordinaten / Matrizen

2. Tag

• Kinetik I: Newton, Energie

3. Tag

• Kinetik II: Impulserhaltung, Lagrange, Inverse Dynamics

4. Tag

• Euler, Leistung

• Harmonischer Oszillator

• Muskel(optimierung)
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Grundlagen

Vektoren, Vektoroperationen, Trigonometrie, Rechte Hand Regel
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• Skizze und Text gut studieren und lesen

• Gegebene und gesuchte Grössen
aufschreiben

• Freischnitt und Skizze gross zeichnen

• Alles in SI Einheiten umrechnen 

 m, m/s, kg, J, J/s, N, Nm, rad/s,... 
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Lösen von Aufgaben in Biomechanik II
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Vektoren
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Vektoren



PVK BMII FS20 - Jack Kendall 8

Vektoroperationen
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Vektoroperationen
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Matrixoperationen
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Schwerpunkt von Flächen
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Schwerpunkt von Flächen (Formal)
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Trigonometrie
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Hilfsgleichungen
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Rechte Hand Regel (RHR)
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Rechte Hand Regel (RHR)

v

v



1. Ein kräftefreier Körper bleibt in Ruhe oder bewegt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit.

2. Kraft gleich Masse mal Beschleunigung.

3. Actio-Reactio: Eine Kraft von Körper A auf Körper B geht immer mit einer gleich großen, aber
entgegen gerichteten Kraft von Körper B auf Körper A einher. 
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Newtonsche Gesetze (vereinfacht)



Gausssche Fehlerfortpflanzung
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Gausssche Fehlerfortpflanzung

f := Gesuchte Funktion (Energie, Formel,..)

Δx, Δy := Messfehler 

Voneinander unabhängige fehlerbehaftete Größen
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Beispiel – Gausssche Fehlerfortpflanzung



Kaffeepause

Beginn: 
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Übung I – Gauss’sche Fehlerfortpflanzung FS19



Kinematik

Allgemeine Bewegung, 
Ebene Bewegung
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Kinematik



Ein Auto bewegt sich geradlinig, sodass die 

Geschwindigkeit durch � =  (3��  +  2�) 
�

�
, 

wobei � Sekunden sind. Bestimme

a) die Position und

b) die Beschleunigung 

wenn � =  3 �. 

Angenommen ��  =  0, ��  =  0.
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Übung II - Kinematik 
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Übung III - Kinematik FS18
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Übung IV – Kinematik FS18
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2D Koordinatensysteme

�����

polar

polar
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3D Koordinatensysteme
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Kinematik
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Allgemeine Bewegung des starren Körpers (3D)



Kaffeepause

Beginn: 
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Übung V – Kinematik FS18
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Kinematik
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Übung VI – Kinematik
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Übung VII – Kinematik
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Übung VIII – Kinematik



Affine Transformationen

Koordinatensysteme
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Affine Abbildung (Transformation)

Translationsvektor

Gegebener Vektor

Rotationsmatrix

Transformierter Vektor
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Affine Abbildung (Transformation)

• eine Abbildung zwischen zwei affinen Räumen, bei der Kollinearität, Parallelität 
und Teilverhältnisse bewahrt bleiben oder gegenstandslos werden



Kaffeepause

Beginn: 
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Transformationen - Rotationen



PVK BMII FS20 - Jack Kendall 43

Koordinatentransformationen
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Koordinatentransformationen – Real World/Wiki/Givens

https://en.wikipedia.org/wiki/Davenport_chained_rotations
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Übung VIII – Clicker Vorlesung 6
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Übung IX – Transformationen FS18
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Übung X - Matrixtransformationen

� =
1 0 �
0 1 0
0 0 1
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Einschub: 
A Joint Coordinate System for the Clinical Description of Three-Dimensional Motions: Application to the Knee
https://doi.org/10.1115/1.3138397
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Übung – Speerwurf (Serie 7.5)

Ein Athlet wirft seinen Speer, den wir als Massenpunkt betrachten, aus
der Handhöhe von h = 2.40 m mit einer Geschwindigkeit von v =30 m/s
und einem Winkel von 45° ab (g = 9.81 m/s2).

(a) Wie weit wirft der Athlet?

(b) Wie wird die Bahnkurve des Speeres in den kartesischen
Koordinatensystemen beschrieben (Vektorielle Bahngleichung)?

(c) Der Trainer des Athleten steht am Spielfeldrand und betrachtet den
Wurf aus einem Winkel von 60° (Drehung in y-Richtung).

1. Wie lautet die gesuchte Rotationsmatrix?
2. Wie sieht die Bahnkurve aus Sicht des Trainers aus?



Kaffeepause

Beginn: 
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Kinematische Kette
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Kinematische Kette



PVK BMII FS20 - Jack Kendall 53

Beispiel Jacobi (Relevanz?)
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Aufgabe X – Kinematische Kette



Kinetik

Grundlagen
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Kinetik - Übersicht
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Kinetik – Formelblatt 

https://en.wikipedia.org/wiki/Angular_momentum
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Kinetik – Formelblatt 
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Trägheitsmomente



Kaffeepause

Beginn:
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Übung XII – Trägheitsmoment 
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Übung XIII – Trägheitsmoment 



PVK BMII FS20 - Jack Kendall 63

Übung XIV – Kinetik FS18
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Übung XV – Dynamik Massenpunkt
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Übung XVI – Dynamik Massenpunkt

gravity �� =  ��
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Übung XVII – Dynamik Massenpunkt
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Übung XVIII – Dynamik Massenpunkt



Kaffeepause

Beginn:
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Übung XIX – Dynamik Massenpunkt HS18
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Übung XX – Dynamik Massenpunkt
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Kinetik – Impulserhaltung
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Übung XXI – Impulserhaltung



Kaffeepause

Beginn:
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Impulserhaltung
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Impulserhaltung

Geschwindigkeitsrichtung mind. 
eines Körpers liegt nicht parallel 
zur Stossnormalen. Stossnormale
geht nicht durch beide 
Schwerpunkte.

Geschwindigkeitsrichtungen der 
beiden Körper liegen parallel zur 
Stossnormalen. Stossnormale geht 
nicht durch beide Schwerpunkte.

Geschwindigkeitsrichtungen der 
beiden Körper liegen parallel zur 
Stossnormalen. Stossnormale geht 
durch beide Schwerpunkte.

Geschwindigkeitsrichtung mind. 
eines Körpers liegt nicht parallel 
zur Stossnormalen. Stossnormale
geht durch beide Schwerpunkte.

Schief, exzentrisch Gerade, exzentrisch

Gerade, zentralSchief, zentral
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Impulserhaltung

Glatter Stoss
Ein glatter Stoss liegt dann vor, wenn die Stosskräfte in Richtung 
der Stoßnormalen wirken. Reibungskräfte werden dabei 
vernachlässigt.

Rauer Stoss
Hingegen liegt ein rauer Stoss vor, wenn die Reibungskräfte nicht 
vernachlässigt werden und damit auch Stosskräfte in der 
Berührungsebene wirken.
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Übung XXI – Impulserhaltung
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Übung XXII – Impulserhaltung



Kaffeepause

Beginn:
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Übung XXIII – Impulserhaltung
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Übung XXIV – Energieerhaltung
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Übung XXV – Energieerhaltung
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Energieerhaltung
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Lagrange
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Übung XXVI – Lagrange
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Wann Newton-Euler/Impuls oder Energie (Lagrange)?



Inverse dynamische Analyse
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Inverse Dynamics



PVK BMII FS20 - Jack Kendall 89

Übung XXVII – Inverse Dynamics
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Übung XXVIII – Inverse Dynamics
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Übung XXIX – Inverse Dynamics



Kaffeepause

Beginn:
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Energie des Mehrkörpersystems
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Energiefluss

η =  
�������� �������� �. �������

������� �������� �. �������
< 1 
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Energiefluss
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Euler

https://www.youtube.com/watch?v=NeXIV-wMVUk

https://n.ethz.ch/~stiegerc/HS09/Mechanik/Unterlagen/Lecture19.pdf



Harmonischer Oszillator
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Übung XXX – Euler
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Harmonischer Oszillator



Kaffeepause

Beginn:

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 100



PVK BMII FS20 - Jack Kendall 101

Harmonischer Oszillator

3 Gleichungen für 3 Unbekannten:
• ��: Amplitude sin
• ��: Amplitude cos
• �: Frequenz
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Übung – Harmonischer Oszillator (Vorlesung)



Muskel
Muskelmechanik,
Muskeloptimierung
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Muskel
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Muskel

� ���� = 0



Kaffeepause

Beginn:
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Muskel

1. Kriterum ψ:
• Summe der Muskelkräfte ist minimal
• Summe der Spannung ist minimal
• Summe der quadrierten Muskelkräfte ist minimal
• Beliebige

2. Ableiten:

• Ganze Funktion ableiten und gleich null setzen:
��

��
= 0 ,

��

���
= 0 ,

��

���
= 0, …

3. Gleichungssystem lösen
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Gangarten
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Lösungswege Alter Prüfungen
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Alte Prüfung - Winter 19.1 Arbeit / F = ma
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Alte Prüfung - Winter 19.3 Lagrange
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Alte Prüfung - Winter 19.4 Harmonischer Oszillator
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Alte Prüfung - Sommer 19.12 Harmonischer Oszillator

Ein Bungee-Jumping-Springerin (mges=65kg ) möchte das Verhalten des Seils modellieren wenn sie abgebremst

wird. Hierzu nimmt sie das Bungee-Seil als Feder mit Federkonstante k=50Nm an. Nach dem freien Fall erreicht die 

Springerin zum Zeitpunkt t=0 eine Geschwindigkeit von 28ms bevor das Seil gedehnt wird und die Springerin durch

das Seil abgebremst wird. Wie gross ist die Auslenkung des Seils zum Zeitpunkt t=3
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Alte Prüfung - Winter 19.9 Muskel Optimierung
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Alte Prüfung - Winter 19.11 Arbeit
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Alte Prüfung - Winter 19.15 Muskel (Hill)
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Alte Prüfung - Winter 19.22 Energie
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Alte Prüfung - Winter 19.29 Leistung
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Alte Prüfung - Winter 19.21 Transformation



PVK BMII FS20 - Jack Kendall 120

Alte Prüfung - Winter 19.21 Transformation

� =

0
�

�

�

�

0
�

�

�

�

1 0 0

�= 

0 0 1
�

�

�

�
0

�

�

�

�
0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

� =

0
�

�

�

�

0
�

�

�

�

1 0 0https://en.wikipedia.org/wiki/Givens_rotation/Dimension_3

https://en.wikipedia.org/wiki/Davenport_chained_rotations
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Alte Prüfung - Sommer 19.21 Transformation
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Alte Prüfung - Sommer 19.1 Impulserhaltung


