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Allgemeine Informationen

 Website: http://n.ethz.ch/student/kendallj/
 Podcast: Polybox — link findet inr auf der Website
* Fragen: stehe 15.06. bis 28.06. zur Verfugung — nutz die Gelegenheit!

«Unmuten», in Chat schreiben oder per email

* Prufung: Moodle, 90 min, ca. 30 Fragen
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Agenda

* (Gausssche Fehlerfortpflanzung
« Kinematik

 Koordinaten / Matrizen

2 Tag

* Kinetik I: Newton, Energie
3 Tag

» Kinetik II: Impulserhaltung, Lagrange, Inverse Dynamics
4. Tag

* Euler, Leistung
« Harmonischer Oszillator
* Muskel(optimierung)
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Grundlagen

Vektoren, Vektoroperationen, Trigonometrie, Rechte Hand Regel
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Losen von Aufgaben in Biomechanik |l

» Skizze und Text gut studieren und lesen

 (Gegebene und gesuchte Grossen
aufschreiben

* Freischnitt und Skizze gross zeichnen

 Alles in S| Einheiten umrechnen
- m, m/s, kg, J, J/s, N, Nm, rad/s,...
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Derived Quantity S.1. Unit
Name Symbol Name Symbol
Displacement d metre m
Area A metre squared m?2
Volume V metre cubed m3
Speed S metre/second m/s
Velocity V metre/second m/s
Acceleration a metre/second? m/s?
Force F newton N = kg m/s?
Energy E joule J=NmM
Density P kilogram/metre cubed ka/m?
Moment T newton metre Nm
Power P watt W =Nm/s
Work W joule J=Nm
Momentum p Kilogram metre/second kgm/s=Ns
Pressure P pascal Pa = N/m?




Vektoren

Die Kartesische Basis besitzt pro Dimension einen Einheitsvektor, d.h. fiir 3-D gilt

1 0 0
e, = |0 g= |1 e,= |0 o P=(aex+bey+cey
0 0 1
Der Einheitsvektor ist normiert, bedeutet dass Betrag / Linge |e,| = 1 ist. |
flj X A
- "' — _J__.
a
L B _
(X, ) r:ﬁ:gﬂ___ﬂ-}bﬂy—i—cgz: h [2}
C

wobei der Einheitsvektor e, in X-Richtung zeigt und mit einer Ldnge a multipliziert wird. Analog mite

&bunde, & e.

]
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Vektoren

1.2 Vektoren aus Koordinatensystem ablesen

In Aufgaben miissen oft Distanzen oder Vektoren zwischen zwei Punkten bestimmt werden (Bsp. Kap.

4.1). Dabei gilt immer Spitze minus Anfang:

by aq T 0 T
ABEB-A= b |—|a OP=|y|—|o|=|y]| =P
b a3 z 0 z

wobei AB die Verbindungsgerade von A nach B und OP vom Ursprung O zu Punkt P ist.

1.3 Betrag und Normierung

Die Linge vom Vektor ist gleich dessen Betrag:

v=|v| = Va2+ b+ 2

Der normierte Vektor besitzt die Linge 1, behilt jedoch die urspriingliche Richtung:

b
g m |§11| =1
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Vektoroperationen

a b1 agbz — azby
Vo X¥py=|las | X || =|azb—aibs | =¢ Sind ¥, & v, parallel oder gleich, dannisty, X v, =0
as by aiby — aaby
aq by
Vo Vp=|ag | | bo| =aibs +aghs + azbs =c Sind v & v, othogonal (rechtwinkling/senkrecht) zueinander, dann istv_ - v, =
ag by
a Aa
A¥=X: | bl =138
c Ac
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Vektoroperationen

11 51 a1 + EI-'1
v=a+b=|la |+ || =|a+b (8)
a3 b a3 + ba

Vektoren kann man sowohl zusammenzihlen, als auch in einzelne Komponente zerlegen. Spiter wird

diese Zerlegung fiir die Berechnung von Geschwindigkeiten, Momente und Leistungen sehr niitzlich sein:
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Matrixoperationen

2.5 Matrixprodukt

Grundregel: Zeile Mal Spalte

A B (-:111
21

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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aa2

)

b1

bay

bio

bao

)~

a11b11 + a12b9y

ag1b11 + agobay

a11b12 + a12b99

a21b11 + ageba

|

(10)
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Schwerpunkt von Flachen

B
loL -
o 17
=% :1
X= 3 Xg= 39
—: 2L,
yjzh Ys ~ .3B
p]
ah
/at:m‘o A = 5

Bei Schwerpunktproblemen kann man die meisten Flichen in kleinere, bekannte Flichen aufteilen.

Grundsitzlich sollte man die Symmetrie einer Figur zu nutze machen.

Um dann den Schwerpunkt der Gesamtfldche zu erhalten, muss man summieren und zwar:

_ 2iTsiA; Y ius i

Ls ges — Ys,ges — A
Ages
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Schwerpunkt von Flachen (Formal)

Formal:

_fH:cdj-’l. y _nydA
ff{dﬂ | fﬁ' dA

2D: T

kartesisch zylinderisch sphirisch

(14)

Flichenelement dA dxdy r - drdg sin 6 - dfd)

Um dann den Schwerpunkt der Gesamtfliche zu erhalten, muss man summieren und zwar:

_ 2 iTsiA iy

Ls ges — A Us.,ges =
Ages

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Trigonometrie

. Gegenkathetevona a
sSin @ = =—=Cosf
Hypotenuse ¢
Ankathetevona b :
cosa = =—=3in f
C Hypotenuse c
Gegenkathetevona a
tan a = = —=Ccot S8
Ankathetevonc b
- B
Hypotenuse C
a 0/0° X /30° T/ 45° T /60° T/ 90° m/ 180°
7 1 V2 V3
SIN ¥ 0 3 % T 1 0
; V3 V2 1
COS | 5 N 3 () ]
tan o 0 '“’JTHE I V3 o0 ()
cot a 00 V3 | ""'rTﬁ () 5.9
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Hilfsgleichungen

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Hilfsgleichungen

Quadratische Losungsformel
az’l+br+c=0 =

B —b £/ b? — 4dac

o Joiem—
2a

Sinus- und Kosinussatz
a b C

sina sinb  sinc
b? = a? + ¢* — 2ac cos (3)
Additionstheoreme
sin (a — 3) = sinacos 3 — sin 3 cos «
cos (@ — 3) = cosacos 3 — sin a sin beta

tana — tan o

tan (a — 3) = :
( B) 1+ tanatan g

14



Rechte Hand Regel (RHR)

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Rechte Hand Regel (RHR)

L=lo w, L
T ()
I " . - . ﬁ
. Direction of rotation - . v Right hand
== — 5 Direction of rotation

\'

(a) (B)
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Newtonsche Gesetze (vereinfacht)

1. Ein kraftefreier Korper bleibt in Ruhe oder bewegt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit.

2. Kraft gleich Masse mal Beschleunigung.

3. Actio-Reactio: Eine Kraft von Korper A auf Korper B geht immer mit einer gleich grof3en, aber
entgegen gerichteten Kraft von Korper B auf Korper A einher.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 17



Gausssche Fehlerfortpflanzung

ETH:zurich
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Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik Stosse
- F=1/T — % p— Creracde, senbral, Lellelastisch 1
A o ;  mgv tmany gl — w)li
Gp = & = rw ;=
Ty + Mg Mg + M
y  mgwy | mawy mglva o w M 0p
T ., - a—— e e
s, o &, w, o Konstanlbe Linecarbeschleoanigung oder Ty + mg my -+ g
Winkt'lhl:‘ﬂi‘h ||:‘uniF','!]1'lﬂ j"_".fl' - I.Hl "!'2 [,”l. ik ::|'!|:'I {-'rj'ii
E 2(my + mg)
5= s+ il + -al _ ’, ¥
2 c=22 " gk n<e <l
v =1y | 2u(s  s9) P =9
1
55— 551 5{'.'.:.3 + w)it
i Polarkoordinaten(r, #)
de, s
i
Translation 4 Rotation om eme fixe Achse A {I;ﬁ'
sp(t) = sa(t) +rape.(t) e
vipl(t) = valt) + rapw(teslt) Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
ap(t) =an(t) + rare(tiest) - raruw(t) e (0) 5(2) = r(thex(0(2)) + 2(f)es

v = & = Fe, + rifeg + e,

a— (F— #r)e, + (2r0 + friey + e,

Cianssiche Fehlerfortpllamsung A T mormuaticns o — [f.‘ -‘14'.] o b =

df(z, v, 2, ...
Aff = {%!, ERRTIOR L 1 Elementarrotationen (negativer Drehsinn)
: ' [ 1 ] i
af(x,y, 2, -
{%L p—_— m___:ly]3+ [Ry] = 0 cosoe  Sine
il —snoe ooso
af(x. . 2...) 2 X . o
( H-z—lﬁm,y:w a - e cosf 0 —sinf
[42,] o1 0
ginf# 0 oosf
[ cosy siny 0]
;] = giny cosy 0
Kinetik 0 0 1
P=M_v. L=Ju=r=xP
dP dL
¥=5 M= =rxF Kinematische Kette
Y LT Fretheilsgrade in 30: M — 6n E—:;:l{{-i. f}]
S . _ 2uaMMaTa Jucohimatrix (2.B. Rir =1, 22, 13):
Schwerpunkt: Ry, L: = acohimatrix (z.1. fir I’&?J&i}gﬂ
13
- - " [J] 13‘!; a.l:: H.T:
Irfigheitsmoment: Jg — z-’"iri-:—j = 221 322 2o
i & y ll".|'I| HI: |'11.'_1
Satz von Steiner: Jq = Jgp +md g Fweikbrperketto

& P 2
Erin ll.lr?'r.rn.rJ b1 20w Xp— Iy cosany

Epot = _fF - s Yp — 1) sin g
Xo =L oosoy + 1 cos{on + o
Reibungskrafi: Fg = —uF,, = —uF -e, Q=*h 1 + L cos{og + o)

Yo = Ly sinay + I sinflo + o
Federkraft: Fp = —kiAx Qg =h 1 + L sinfog + o)
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Gausssche Fehlerfortpflanzung

Voneinander unabhangige fehlerbehaftete Grolden

(Gausssche Fehlertortpflanzung

w o of(z,y,z,...) 2
AF* = o le=z0,y=v0...AZ) "+ f := Gesuchte Funktion (Energie, Formel,..)
of(x,y, z, ... . —
Y
Sl 2.
{: f( d?" j ‘.1‘=J:r1,y=yu...ﬂ3]2 _I_ oy
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Beispiel — Gausssche Fehlerfortpflanzung

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

20



Kaffeepause

Beginn:
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Ubung | — Gauss’sche Fehlerfortpflanzung FS19

Sie messen als Sportwissenschaftler bei den olympischen Spielen die sportliche Leistung der Topathleten in der Startphase
beim Sprint. Mittels eines Beschleunigungssensors messen Sie eine konstante Beschleunigung von

a = 1.5m/s?
Uber einen Zeitraum von
t =17.3s
und bestimmen daraus den zurlickgelegten Weg
x
. Wie gross ist die absolute Messunsicherheit
¥
wenn die Unsicherheit der Beschleunigungsmessung
Aa = 0.1m/s?
und die Unsicherheit der Zeitmessung
At = 0.2s

betragt?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Kinematik

Allgemeine Bewegung,
Ebene Bewegung

EI'H V4 U r I'C h PVK BMIl FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik

w=2nf f=4yr By =
(7 = pw?

i (L=

= !

s, o &, w, o Konstanlbe Linecarbeschleoanigung oder
Winkelheachleunigumg

1
s = 35+ tpl + Eutz
v =1y | 2u(s  s9)
1
55— 551 5{'.'.:.3 + w)it

g+ o/ 208 — 2a 1
e =1 ‘n..'"r &q -+ 1y
il

Translation 4+ Rotation um eime lixe Achse A
gplt) = sa )+ rape:(f)
vipl(t) = valt) + rapw(teslt)
ap(l) = aa(t) | rape(iheyll) r,gpwl_rJ.}ierI{I}]

Cianssiche Fehlerfortpllamsung

df{z,y, 2, -
aﬂfﬂ — (ML e W.._M}2+

it
af(x,y, 2, -
{—f{ ‘,:;‘Iy - :IEJ EE T Wﬁy:lz-l-
:'}ft;t',]',[_.-z,---] 2.
i_r:]z |T'=1'-|.|.J.r=m Az) .
Kinetik
.I.' - J“Hi'vap L i le =8 i‘
dP dL
= M=— =
F 5 i rxF
ot ] . - _F:“ mur.ﬁ
Schwerpunkt: R, S e

Triighcitsmoment: Jg — E.:H!il‘i_ti2

Satz von Steiner: J4 = Jyp +mda?
Egin = 1/2mv? | 1/200?

F"}.u.nt—_fF'iq

Reibungskrafi: Fg = —uF, = —uF - e,
Federkraft: Fp = —kAx

Stisse

Crerade, senbral, leilelastisch
;  mgv tmany gl — w)li

Ty =
Ty + Mg My e
y  mgwy | mawy mglva o w M 0p
T ., - a—— e e
iy | ma iy | TR
T T - ;
All e {11y — w2 )¥(1 ~ O3

2(my + mz)

y 1.'ll J'r h
=221 mit 0<C<1
N — 1

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, #)

de,
ild — e
deg
e

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
() = r(t)es(0(£)) + (e

v = & = Fe, + rifeg + e,

a— (F — °r)e, + (278 + Or)ey + Ze,
Affine Transformation: xe = [“Ag] x5, +tr e

Elementarrotationen (negativer Drehsinn )

[ 1 0 i

[Ry] = 0 cosa  sino
il —snoe ooso

cog§ O —sinf
[i,] i | ]
ginf# 0 oosf

cosy smy 0
;] = giny cosy 0
L] 0 l

Kinematische Kette
Freiheitsgrude in 3D: M — 6n E‘Ll{ﬁ _,l'}:l

Jacohimatrix (#.B. fir zy, 72, 573):

dfy i 4y

Zwnikorperkette
Xp— ljoosag
Y — I sin g
Xg = b cosog + lpcos{og + o)
Yo = Lisinoy + lasinfon + o)
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Kinematik

s, v,a und #, w, a: Konstante Linearbeschleunigung oder
Winkelbeschleunigung

r = xn + vot + e

2
v? = vj + 2a(z — x0)
1
r = xg + E{'Uﬂ +wv)t
p —p \/2{15 — 2asp + 1=§
a

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung Il - Kinematik

Ein Auto bewegt sich geradlinig, sodass die
Geschwindigkeit durch v = (3t? + 2t) ?

wobel t Sekunden sind. Bestimme
a) die Position und

b) die Beschleunigung

wennt = 3s.

Angenomment, = 0,s, = 0.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung Ill - Kinematik FS18

Ein Klippenspringer springt von einer d = 29m hohen Klippe ins Wasser. Mit welcher vertikalen Geschwindigkeit trifft der
Klippenspringer aufs Wasser auf? Der Luftwiderstand kann vernachlassigt werden.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung IV — Kinematik FS18

Eine Person (m = 80kg) tritt beim Gehen mit einer Geschwindigkeit von v = 3m/s auf den Boden auf. Die Bewegung wird in £ = 0.5s linear abgebremst.

Berechnen Sie uber welche Distanz die Bewegung abgebremst wird

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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2D Koordinatensysteme

Koordinaten | Lartesisch polar
kartesisch :
R EARTES!SGH; N
(i F (1) = x(Dex + (D7 | _
& ¢ = tan 2 gy e B ERREERE Polarkoordinaten(r, ¢)
- = = IEI —- _}’E}, der
1 Polar a
olar vy e "
p x = (oS - r(t) = ﬂ(E)E‘p ((P(t)) dEg.b
. } = — 2y . — § el = —we
y=(sing : [,—;ﬂ) = e pE'p 1 p(ﬂeq} dt :
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3D Koordinatensysteme

Koordinaten | kartesisch zylindrisch sphirisch
kartesisch
* P=W r=+x2+y2+z?
jf. Y —1 N IE + -}rz
v=|y o —tan~1 2 g = tan .
- ¥
e E=5& i =tan™" ;
zylindrisch
Y X = pCcosg p r=.p%+ 2?2
i ® oy
y =psing ”_(P?’) =t
A 4 Z w - q}
spharisch x =13Inf cosy p =1rsinf ?:_
y =rsinfsiny @ =1 v= ro
Z=Teo80 7 = rcos @ rsinf@ y

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

KARTESISCH:

r(t) = x(t)ey + y(t)ey + z(t)e,

7= F::&@+j€:+ Ze,
ZYLINDRISCH:

r () = p(e, (D) + z(t)e,

v =T=pe,+ppe, + Ze,
SPHARISCH:
r(t) =r(t)e (Y(1),0(1))

b= F= e, + rfeg + rsmﬁgbew
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Kinematik

Translation + Rotation um emne fixe Achse A
sp(t) =sal(t) + rape.(t)
vp(t) = val(t) +rapw(t)ey(t)
ap(t) = aa (t) + rapa(t)ey(t) — rapw(t)’e.(0)

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Allgemeine Bewegung des starren Korpers (3D)

Die Kinemate beschreibt den Bewegungszustand des starren Korpers

{iﬂlrﬂ}

Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes (ABBA)

Ubr Wiy az — by
Va=¥p+twWwxBA= o | +|wy | X | ay—by
Ubz Wz az — b

Eine momentane Bewegung im Raum ist wie erwiihnt entweder

* eine Translation (4.2), falls w = 0 ist,

» eine Rotation (4.3), falls w # 0 und w - vg = 0 ist oder

» eine Schraubung, falls w - vy # 0 ist.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Kaffeepause

Beginn:
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Ubung V — Kinematik FS18

A fahrt mit dem Citybike (Durchmesser d4 = 60cm), tritt mit einer Winkelgeschwindigkeit von w4 = 1.87/s und einem
Gangverhaltnis von 48 /18. B begleitet ihn auf einem Mountainbike (Durchmesser d = 66¢m) und tritt mit einer
Winkelgeschwindigkeit von wp = 2.07/s.

Wenn B’s Gangverhaltnis 44/X ist, wie gross muss X gewahlen werden, um mit der gleichen Geschwindigkeit zu fahren wie

A?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Kinematik

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

U =

=

= )
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Ubung VI — Kinematik

Das 1m Bild dargestellte Karussell dreht mit der Rotations-
geschwindigkeit o .
Wie gross 1st die Schnelligkeit der Sessel?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung VII — Kinematik

Astrid fahrt im Jahrmarkt in einem Karussell. VWahrend der Fahrt gleitet ihr Portemonnaie aus threr Tasche (Ort gekennzeichnet durch das schwarze Rechteck). In welchem der Areale mussen sie ihr
Portemonnaie nach der Fahrt suchen?

Qo

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung VIII — Kinematik

Problem 6 A satellite moves on a circular trajectory of ra-
dius r around the Earth with radial acceleration a, = —_gr‘%-,
where H 1s the radius of the Earth. The speed of the satellite

1s constant and denoted by wy.

1. What 1s the height hg of the trajectory, measured from
the surface of the Earth?

; R?
(a) ho= : g

vo

tn
(d) ho=+2R (ﬂ_ﬁ . 1)
2uy
(e) huzﬂ(ﬁ_'>
0
2. How much time T does it take for the satellite to complete one complete round?
T R?
T =g
3rR?
b) T =
9
(e} T'= g%}?
L
2R
(d) T=g 2
2r R
f—
(e) T=g 3

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Affine Transformationen

Koordinatensysteme

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik

w=2nf f=4yr By =
(7 = pw?

i (L=

= !

s, o &, w, o Konstanlbe Linecarbeschleoanigung oder
Winkelheachleunigumg

1
s = 35+ tpl + Eutz

v =1y | 2u(s  s9)

Stisse

Crerade, senbral, leilelastisch
;  mgv tmany gl — w)li

Ty =
Ty + Mg My e
y  mgwy | mawy mglva o w M 0p
T ., - a—— e e
iy | ma iy | TR
T T - ;
All e {11y — w2 )¥(1 ~ O3

2(my + mz)

y 1.'ll J'r h
=221 mit 0<C<1
N — 1

1
55— 551 5{'.'.:.3 + w)it

g+ o/ 208 — 2a 1
e =1 ‘n..'"r &q -+ 1y
il

Translation 4+ Rotation um eime lixe Achse A
gplt) = sa )+ rape:(f)
vipl(t) = valt) + rapw(teslt)
ap(l) = aa(t) | rape(iheyll) r,gpwl_rJ.}ierI{I}]

Cianssiche Fehlerfortpllamsung

df{z,y, 2, -
aﬂfﬂ — (ML e W.._M}2+

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, #)

de,
ild — e
deg
e

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
() = r(t)es(0(£)) + (e

v = & = Fe, + rifeg + e,

a— (F — °r)e, + (278 + Or)ey + Ze,
Affine Transformation: xe = [“Ag] x5, +tr e

Elementarrotationen (negativer Drehsinn )

[ 1 0 i

[Ry] = 0 cosa  sino
il —snoe ooso

cog§ O —sinf
[i,] i | ]
ginf# 0 oosf

cosy smy 0
;] = giny cosy 0
L] 0 l

it
af(x,y, 2, -
{—f{ ‘,:;‘Iy - :IEJ EE T Wﬁy:lz-l-
:'}ft;t',]',[_.-z,---] 2.
i_r:]z |T'=1'-|.|.J.r=m Az) .
Kinetik
.I.' - J“Hi'vap L i le =8 i‘
dP dL
= M=— =
F 5 i rxF
ot ] . - _F:“ mur.ﬁ
Schwerpunkt: R, S e

Triighcitsmoment: Jg — E.:H!il‘i_ti2

Satz von Steiner: J4 = Jyp +mda?
Egin = 1/2mv? | 1/200?

F"}.u.nt—_fF'iq

Reibungskrafi: Fg = —uF, = —uF - e,
Federkraft: Fp = —kAx

Kinematische Kette
Freiheitsgrude in 3D: M — 6n E‘Ll{ﬁ _,l'}:l

Jacohimatrix (#.B. fir zy, 72, 573):

dfy i 4y

Zwnikorperkette
Xp— ljoosag
Y — I sin g
Xg = b cosog + lpcos{og + o)
Yo = Lisinoy + lasinfon + o)
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Affine Abbildung (Transformation)

Gegebener Vektor
Affine Transformation: xq = [CA; | x7 + t; .

Transformierter Vektor Translationsvektor

Rotationsmatrix

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Affine Abbildung (Transformation)

* eine Abbildung zwischen zwei affinen Raumen, bei der Kollinearitat, Parallelitat
und Teilverhaltnisse bewahrt bleiben oder gegenstandslos werden

5y

tz SX

PVK BMII FS20 - Jack Kendall




Kaffeepause

Beginn:
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Rotationen

Transformationen

42
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Koordinatentransformationen

Euler- und Kardanwinkel

Elementarrotationen (negativer Drehsinn):
Resultierende Rotationsmatrix der

Kardansequenz (X, y, Z):
[GHL] = [HZ][R}/][RX]

1 0 0
[Ry] = 0 cosa sSha
0 —sina CcoSa

" cos3 0 —sing Resultierende Rotationsmatrix der

— = —

Ry| = 0 1 0 Eulersequenz (z, y, 2):
- sing 0 cospj [GHL] = [Rz][Ryl[Rz]
i 5 in~ 0O
R, = cc;isn; | j:s ‘: 0 Achtung Matrizenmultiplikation ist nicht
- 0 0 L 1 kommutativ: Ax B+ B x A

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Koordinatentransformationen — Real World/Wiki/Givens

A basic rotation (also called elemental rotation) is a rotation about one of the axes of a coordinate system. The following three basic rotation matrices rotate vectors by an
angle & about the x-, y-, or z-axis, in three dimensions, using the right-hand rule—which codifies their alternating signs. (The same matrices can also represent a clockwise

rotation of the axes.[0 11

10 0
R.(8)= |0 costl —sinf
0 sinf  cosf |

- cosfl 0 sinf |
R=| 0o 1 o0
 —sint? 0 cosf_
cosf —sind 0]
R.(f) = | sinf cos@ 0
0 0 1

https://en.wikipedia.org/wiki/Davenport_chained_rotations
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Ubung VIII — Clicker Vorlesung 6

Eine Fledermaus ortet die Fliege in threm
Koordinatensystem (KS) auf Position
Xe=—2,Yr=0.5,Zr = 1 und den Kopf
des Chamaleons auf
Xrp=—4,Yr=—-052r=2.

An welche Positon muss das Chamaleon in
seinem KS zielen um die Fliege zu
erwischen?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung IX — Transformationen FS18

A

V.

g
—

S

Der instrumentierte Startblock misst die Krafte im Startblockkoordinatensystem

(zs,ys, 25)
. Der Anstellwinkel des Startblocks betragt
a = 60°
. Das Bahnkoordinatensystem
(zB,YyB, 2B)

befindet sich auf der Startline. Beide Koordinatensysteme sind orthogonal und
Ts
und
LB
zeigen in entgegengesetzte Richtungen.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung X - Matrixtransformationen

M =

o = O

||
O O 3=

M=|% 0

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

bel= S (]

Eé:ﬁ

J.HII —

==

(e T e N

1

o = O

V3/2

0

S = O

) -
0
-1

0 0
1/2 0
-1/2 v/3/2
-

0

1.
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Einschub:

A Joint Coordinate System for the Clinical Description of Three-Dimensional Motions: Application to the Knee
https://doi.org/10.1115/1.3138397

Describe the motion of the knee joint

Purpose:

ensure that all three rotations have functional
meaning for the knee

How Is It different than cardan/Euler rotations?

NOT an orthogonal system )
Two segment-fixed axes and a FLOATING axis

Essentially, we must define the anatomical axes of
interest from bony markers, the clinical axes of

rotation, and the origin of the joint coordinate
system for a complete analysis of motion

- One of many ways to quantify motion of two rigid |
bodies

PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Ubung — Speerwurf (Serie 7.5)

Ein Athlet wirft seinen Speer, den wir als Massenpunkt betrachten, aus
der Handhohe von h = 2.40 m mit einer Geschwindigkeit von v =30 m/s
und einem Winkel von 45° ab (g = 9.81 m/s?).

(a) Wie weit wirft der Athlet?

(b) Wie wird die Bahnkurve des Speeres in den kartesischen
Koordinatensystemen beschrieben (Vektorielle Bahngleichung)?

(c) Der Trainer des Athleten steht am Spielfeldrand und betrachtet den
Waurf aus einem Winkel von 60° (Drehung in y-Richtung).
1. Wie lautet die gesuchte Rotationsmatrix?
2. Wie sieht die Bahnkurve aus Sicht des Trainers aus?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Kinematische Kette

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik
w=2nf F=1T v-;--—T”.—-mJ
(F— 1‘:—: = rw?

s, o &, w, o Konstanlbe Linecarbeschleoanigung oder
Winkelheachleunigumg

1
s = 35+ tpl + Euiz

v =1y | 2u(s  s9)

Stisse
Crerade, senbral, leilelastisch
;  mgv tmany gl — w)li

ffy =
" iy + mg g + M
y  mgwy | mawy mglva o w M 0p
Tl — —— a—— e B
Ty + ma iy | TR
TR T By &
All = e () — 10 L =
2y + 1'?12][“ 1 1) %
: o, — i
C=2-—1 mit 0<C=<1
U — T

1
5— 85+ i{'ﬁ-‘u + w)it

-+ ‘..,.I'rinﬂ 2irag 4 -i:ﬁ
i

b=

Translation 4+ Rotation vm eime fxe Achse A
sp(t) =sall) + rapec(t)
vipl(t) = valt) + rapw(teslt)
Elp{f-jl Il.ﬁ{f-} i Tdfﬂll:ﬂ}l_"qg,l::.[-}l TAFLJIZI.]'EL"TI[“]

Cansssche Fehlerfortpllansung

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, #)

T

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
s(t) = rithe:(8(1)) + z(flex
v =& = e, + rfeg + e,
a— (F— #r)e, + (2r0 + friey + e,
Affine Transformation: xe = [“Ag] x5, +tr e
Elementarrotationen (negativer Drehsinn )
[ 1 ] i
[Ry] = 0 cosa  sino
| I —sin cosa
cog§ O —sinf
[iz,] - o1 0
| ginf# 0 oosf
[ cosy siny 0]
;] = giny cosy 0
L] 0 1

af(z, vy, 2,
&IE B (%L“—'mu 'W---M}E-I'
aflx, 1, %, .-
{%E* ;8 w___ﬁy:|2+
aflx.0.2,..)
i_trlj_z P — Az) 4.
Kinetik
P=M_v. L=Ju=r=xP
dP dL
F = ar M = T r=<F
. - " . Eu MuTa
Schwerpunkt: R, 3 g

Triighcitsmoment: Jg — z.rmri_t;z
i

Satz von Steiner: J4 = Jyp +mda?
Egin = L/2mv? | 1200

E,,.,tu—fF-d.':

Rmbungﬁ]:ﬂﬂft: FH — __U-F'u. = _FIEF -Ell
Federkraft: Fp = —kAx

Kinematische Kette
Freiheitsgrude in 3D: M — 6n E‘}i:l{ﬁ _,I"}]

Jacohimatrix (#.B. fir zy, 72, 573):

dfy i 4y

"1 a:t-: -H.T.J

Afz 8fa 3fz
Zwnikorperkette
Xp— oo
Y — I sin g
Xg = b cosog + lpcos{og + o)
Yo = Lisinoy + lasinfon + o)
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Kinematische Kette

Freiheitsgrade in 3D: M = 6n —
Jacobimatrix (z.B. fiir x4, x9. x3);

3] =

Zwelkorperkette

0f1 6f1

j]
§—1

of1

Or1 Oxo ¢
Ofa Ofo ¢

drq1 dTo j
dfs dfs

@Ii !fi'ﬂ['g

J{p = !'l COb ¥y

Yp = [1 sin aq

(6 — f5)

Xq = l1cosay + l2cos(ag + az)

b =3 !_7.1 SN X1 + .‘EQ Hiﬂ(ﬂ‘l =1 ﬂ'?)

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

VQ:JQ+(‘Y

v — —[lysinag — lasin(ay +az) —lasin(ag + as) aq
B~ [1 cos g + s cos(ag + i) [o cos(aq + as)

dJQ
dt

—[10 cos g — la(aq + ag) cos(ay + as)

—lyay sinaq — [o(aq + as) sin(ag + asg)

—lao(ay + ag) cos(aq + ao)
—[2((_’.}71 - = ffg) Siﬂ({]'l -+ (9

52
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Beispiel Jacobi (Relevanz?)

Consider the mechanical system depicted in Figure 2. Let the vector of (minimal) gener-  the velocity 1s then given by

alized coordinates be q = [ﬂ' ..E]T. Calculate the generalized force vector Qs associated

with the force Fs. d _
va=—(roa) = | lyjacos(a)— 133 cos(3)

1 dt 0 =

— o

[l avsin(a) — 5-3.3 sin(f3)

which can be rewritten as a matrix multiplhication in the following way:

l - s
e, ' ] [ I, sin(a) —Iasin(53) 5 0
a 2 Mo va= | ljcos(a) —lacos(3)]| - [J + 10} .
| 0 0 | &L |0
Point A ”""_j--'_"’ i "'-‘-v--"'
Fo This formulation allows us to read out the required quantities directly.
é The generalized force Qs 15 then given by
Figure 2: Sketch of the system. hisinfay Trousled D [0 ] " Faly cos( o) i
— J! . F, = T g Teme gl = | — ) [
B =dda- b [—:g sin(4) —lacos(3) 0 *E s EL{T“F’{-'ﬂ

Solution. The velocity of point A can be written as: : ,
Remark. If we were to compute the generahized force corresponding to a torque, we would

va=Jaq+ra. apply the same procedure with the angular velocity w of the body.

Therefore, one way to obtain the Jacobian is to compute the velocity of pomnt A as a
function of the generalized velocities and read out the matrix. First, we compute the
position vector as

1y cos(a) + Iy cos(3)

'og = 51 Eiﬂfﬂ:‘j — -Eg Elﬂ{]j y
0

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 53



Aufgabe X — Kinematische Kette

=
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Kinetik

Grundlagen

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Formelsammlung Biomechanik 2, 2020

Kinematik
w=2nf F=1T t-'-;--—Tu.—-f‘-u.-'
(F— 1‘; = rw?

s, o &, w, o Konstanlbe Linecarbeschleoanigung oder
Winkelheachleunigumg
1
s = 35+ tpl + Eniz
v =ua | 2a(s — s)
1
5— 85+ i{'ﬁ-‘u + w)it
-+ '..,.I'rinﬂ 2irag 4 1:1:3,
i1

b=

Translation 4+ Rotation vm eime fxe Achse A
sp(t) =sall) + rapec(t)
vipl(t) = valt) + rapw(teslt)
Elp{f-jl Il.ﬁ{f-} i Tdfﬂll:ﬂ}l_"qg,l::.[-}l TAFLJIZ{}EL"TI::H]'

Cianssschce Fehlerfortpllamsung

df(z, 2, .-.)

Aff = le—so.yw... AT)+

dr
afiz,y.2,..
{%E* gl w___ﬁy:|2+
afl{x. vz, ...} 3
f_;.j_z |lz=woy=pa... 22} +...
Kinetik
P=M_v. L=—Jy—-r=P
dP dL
F = a M = 5 rxF

Triighcitsmoment: Jg — ZI’IHri_EE

i
Satz von Steiner: J4 = Jyp +mda?
Egin = L/2mv? | 1200

stm:=—fF-ﬂr-‘l

Reibungskraft; Fp = —uF, = —ulF - &,
Federkraft: Fp = —kAx

Stisse
Crerade, senbral, leilelastisch

¢ T | sy ) rnz(n — w2 }g

;. =
" my + my my +

e rgey | mguy myglve o w0
' my + ma my -+ s

TrL| THED &5 ”

All e {11y — w2 )¥(1 ~ O3

"~ 2(my + ma)

:I'.ll l.'|I h
c=2"1 8 <
U — T

Koordinatensysteme

Polarkoordinaten(r, #)

de,
I WMy
deg
—_—
i T

Zylindrische Koordinaten (r, @, z)
s(t) = rt)e(0(f)) + z(t)es

v =& = e, + rfeg + e,
a— (F— #r)e, + (2r0 + friey + e,
Affine Transformation: xe = [“Ag] x5, +tr e
Elementarrotationen (negativer Drehsinn )
[ 1 ] i
[Ry] = 0 cosa  sino
| I —sin cosa
cog§ O —sinf
[i2,] = D1 0
| ginf# 0 oosf
[ cosy siny 0]
;] = giny cosy 0
L] 0 1

Kinematische Kette
Freiheitsgrude in 3D: M — 6n }_-:':.;llllrﬁ _,I"}]

Jacohimatrix (#.B. fir zy, 72, 573):

ify iy dfy

"1 a:t-: -H.T.J

Afz 8fa 3fz
Zwnikorperkette
Xp— oo
Y — I sin g
Xg = b cosog + lpcos{og + o)
Yo = Lisinoy + lasinfon + o)
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Kinetik - Ubersicht

E'H V4 GF I*C h PVK BMIl FS20 - Jack Kendall

56



Kinetik — Formelblatt

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

P =M snVsp
dP

L=Jw=rxP
dL

F = M = =r%F

df

p=Fxpy =
=rXp

https://en.wikipedia.org/wiki/Angular_momentum

dt

S7



Kinetik — Formelblatt

) MgTa

Schwerpunkt: R, =
g b
a @
.

Tragheitsmoment: Jg = E iria”

T

Satz von Steiner: Jy = Jgp + Tﬂ[lgﬂ

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Erin =1/2mv* + 1/2Jw?

Epgtz—/F-ffs

Reitbungskratt: Fp = —ulF,, = —uF - e,
Federkratt: Fr = —kAx
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Tragheitsmomente

Hoop about
central axis

i Axis
Annular cylinder
{or nng) about -
central axis /}
R \_/

-

Solid cvlinder
(or disk) about

central axis

I=MRE (@) F= $M(R% + R3) (b) = MR (c)
Axis Axis
Solid cvlinder Thin rod about dolid sphere
(or disk) about axis through center about any
. central diameter perpendicular to diameter
% length
& I
R \/
= iMR? + 5 ML () © = 3mp? "
Axis Axis
3 Thin Hoop about any Slab about
y - spherical shell diameter perpendicular
J ’ about any axis through
:| ) 2R diampter center
1 4 /J
. F
Fz Wﬂﬂ {E} = %‘“RE {JI” F ﬁ;—M{ r_'I:! i IEI'E} {I}

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung Xl — Tragheitsmoment

&4

Prob. 17-9

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung Xl — Tragheitsmoment

If the plate shown in Fig. 17-6a has a density of 8000 kg/m” and a
thickness of 10 mm, determine i1ts moment of inertia about an axis
directed perpendicular to the page and passing through point O.

» 2125 mm
250 mm-—. ﬁ > .
Ny

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XIV — Kinetik FS18

Das Tram 9 (
m = 40000kg
) fahrt mit einer Geschwindigkeit von
v = 20km/h
als
10m

vor der Haltestelle "ETH Hauptgebaude" plétzlich eine Notbremsung eingeleitet werden muss. Wieviele Meter von der
Haltestelle entfernt bleibt das Tram stehen, wenn die Bremsen eine konstante Bremskraft von

240kN

bewirken?

Anmerkung: nehmen Sie an, dass die Strecke keine Steigung aufweist

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XV — Dynamik Massenpunkt

2.2 A block of mass m slides down a friction-
less incline. The block 1s released at height h abo-
ve the bottom of the loop, with neghgible velocity.
What 1s the work W done by the reaction force Fy
exerted by the track on the shiding block, when the h
block reaches point BY

(a) W =10 -
(b) W =mgR(1 — .f’}

(¢) W =mgh

(d) W = mgR¥%2

(e) W =mgvh

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XVI — Dynamik Massenpunkt

27 A block of mass m slides down a friction- 4 T2
less incline. The block 1s released at height h abo-
ve the bottom of the loop, with neghgible velocity.
What 1s the work W done by gravity F; = mg
exerted by the track on the shiding block, when the &
block reaches point BY

(a) W =10 -
(b) W =mgR(1 — %)

(¢) W =mgh

(d) W = mgR¥%2

(e) W =mgvh

PVK BMII FS20 - Jack Kendall



Ubung XVII — Dynamik Massenpunkt

2.4 A block of mass m shdes along a rough
inchned plane with kinetic friction coefhicient g,
where « indicates the inclination angle. The block
1s given an mitial velocity vy at time £y directed
down the inchine. How much time ¢, does the block
need 1 order to stop?

{ﬂ’} ls = 2 :
glpcosa —sina)
o
Bl o= ,
(8) ¢, g(pt cos o + sin )
(6) o= ——2
(p8In v — cos cx)
{ﬂf} ts = : i
glpsin o + cos a)
2
{E} tg = 0

g(psina + cos )

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XVIII — Dynamik Massenpunkt

3.2 A ball of mass m 18 attached to a string of length L. It e Ty
18 being swung in a vertical circle with enough speed so that the ;;f h“xh
string remains taut throughout the entire motion. Assume that )
no form of air resistance 1s present. II g |
I'-,II XE I Fate
1. Which of the following statements 1s correct? m

(a) The linear momentum is conserved. s SRS
) The angular momentum is not conserved.

¢} The magnitude of the angular momentum remains constant but direction changes.

(b
lf
(d) Angular momentum is zero.
(€

) The kinetic energy is constant.

2. At the top and bottom of the vertical circle, the magnmitude of the constraint force on
the ball 1s Ny, and Ny, respectively. What 1s the value of the difference Nyg — Niop?

) Noot — Niop = Smg.
h) f""bn: ng_ﬁmg

) l""fmt Niop = —Tmg.
d) N Niop = —2mg.
e) j"'u.{m.: Niop = 0.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XIX — Dynamik Massenpunkt HS18

Ein Mann (myy = Bng) fahrt auf seinem mg = Zkg schweren Luftkissen-Schlitten einen Berg mit einer Steigung von
s = 21" herunter. Berechne die Beschleunigung die dieser Schlittenfahrer bei seiner Abfahrt erfahrt, wenn der
Gleitreibungskoeffizient k = 0.07 betragt.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XX — Dynamik Massenpunkt

23 A block of mass m shides down a friction-
less incline (see Fig.). The block is released at
height h above the bottom of the loop, with negl-
gible velocity. At what speed vg = |vg| does the
block leave the track at point B7

(a) vg = \/Eg [h—ﬁ(l—ﬁﬂ
)]

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Kinetik — Impulserhaltung

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

StoOsse

Gerade, zentral, teilelastisch

. myv +move mel(vy —ve)Ch
1 S —

: My +— Mo My 1+ My
y mivi + mave  my(ve —v1)Cp
B my 4 mo mi + mo

*: TrL11rio 9 2
AU = - (v1 —v2)°(1 — Cg)
2(mq + mo2)
Ug — ’U'i

(] =

U2 — U1

71



Ubung XXI — Impulserhaltung

Bel zentralen Stéssen liegen die Impulse der Stosskorper auf der Stosslinie
Beim ideal elastischen Stoss wird keine Energie in innere Energie umgewandelt.
Bei glatten Stéssen findet die Impulstbertragung entlang der Stosslinie statt

Bei inelastischen Stossprozessen gilt die Impulserhaltung

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Impulserhaltung

Stossnormale

Berlhrungsebene

Berlihrungsebene

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Scw :
ex%v"hs"k

Stossnormale

50‘1509(

g P

Stossnormale

GUA.GLL
Erzentascl

Beruhrungsebene

Stossnormale

Beruhrungsebene
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Impulserhaltung

Schief, exzentrisch

Geschwindigkeitsrichtung mind.
eines Korpers liegt nicht parallel
zur Stossnormalen. Stossnormale
geht nicht durch beide
Schwerpunkte.

Schief, zentral

Geschwindigkeitsrichtung mind.
eines Korpers liegt nicht parallel
zur Stossnormalen. Stossnormale
geht durch beide Schwerpunkte.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Gerade, exzentrisch

Geschwindigkeitsrichtungen der
beiden Korper liegen parallel zur
Stossnormalen. Stossnormale geht
nicht durch beide Schwerpunkte.

Gerade, zentral
Geschwindigkeitsrichtungen der
beiden Korper liegen parallel zur
Stossnormalen. Stossnormale geht
durch beide Schwerpunkte.

75



Impulserhaltung

Glatter Stoss
Ein glatter Stoss liegt dann vor, wenn die Stosskrafte in Richtung

der Stol3normalen wirken. Reibungskrafte werden dabei
vernachlassigt.

Rauer Stoss
Hingegen liegt ein rauer Stoss vor, wenn die Reibungskrafte nicht

vernachlassigt werden und damit auch Stosskrafte in der
Beruhrungsebene wirken.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XXI — Impulserhaltung

5.2 Consider two particles A and B of negl- ,
gible dimensions and masses my4 and mpg, respec- i /
tively, moving freely with velocities v, and vz on \ y

a smooth, horizontal plane. They collide at a non- H‘}ifC-'
zero angle at pomnt C, as shown. The impact forces I
are only aligned with the contact direction. 1.e. no J N
tangential 1mpact forces are developed during the Va 7 N
mmpact. Denote with e the coeflicient of restitution
(0 < e <1). Which of the following statements is
correct?

(a

)

b) The kinetic energy is conserved only if e = 0.
)
)

The kinetic energy 1s conserved for any e.

¢) The hinear momentum of each particle 1s conserved.

(
(
(d) The linear momentum of the complete system 1s conserved for any e.
(

e) The linear momentum of the complete system is conserved only when e = 1.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

77



Ubung XXII — Impulserhaltung

6.2 Three particles of equal mass m
and neglgible dimensions are at rest in the
position shown 1n the figure on a smooth
curvilinear guide laying 1n a vertical plane.
The first particle 1s released from a height
2h and then immpacts the second particle
with a perfectly inelastic collision. After
the impact, these two particles slide down and collide with the third particle. The coeffi-
cient of restitution of this last impact 15 e. What i1s the maximum height hy; reached by
the last particle? Assume that the particles never detach from the guide.

=4 A2
(&) Fg= h-d{l +€)
0

2

(b) has = B2

(c) hy = gl a)
4dm

(d) hy =2h(1 +¢)*
(e) hy = 1’1{1 ;E}

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XXIII — Impulserhaltung

1.8 (2 points) Two particles A and B
collide with equal and opposite velocities
of magnitude v on a horizontal, frictionless
plane. Assume here a perfectly elastic im-
pact, i.e., e = 1, where ¢ is the coefficient of
restitution. What is the ratio ::—’ between

the heights reached by the two particles af-
ter the impact?

(a) " 1
hy

(b) ;:—': 0

(¢) ﬁ:—l = oC

(d) i:—l = :j

(¢) None of the above

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

o Mmoo 3mo
A B

B

80



Ubung XXIV — Energieerhaltung

Zur Vorbereitung der Prafungsendfeier rolit Alex ein Bierfass (Masse = 63.5 kg, Fasshéhe = 532 mm, Fassdurchmesser = 408
mm) von der Lastwagenladeflache (H8he h = 1m) Uber eine Rampe auf den Boden (H6he = Om) hinunter. Wie schnell ist die
Translationsgeschwindigkeit des Fassschwerpunkts

Vo

am Boden, wenn die Winkelgeschwindigkeit auf der oberen Ladeflache konstant
W = 0251'3(1/5

betrug?

Nehmen Sie das Fass als homogenen Zylinder an. Tragheitsmoment eines Zylinders mit Masse

m
und Radius
R
um seine Symmetrieachse:
1/2mR?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XXV — Energieerhaltung

Sie schnippen eine Munze mit threm Daumen senkrecht in die Luft. Sobald die Munze den Daumen verlassen hat (kein Kontakt mehr) erreicht sie eine zusatzliche Maximalhéhe
bevor sie wieder zu Boden fallt. Dabei rotiert sie gleichférmig mit w = 6rad /s und gleichbleibender Rotationsachse. Berechnen Sie die durchschnittlich wirkende Kraft wahrend der
Interaktion, wenn die Interaktion zwischen Daumen und Minze Gber eine Distanz von £ = 3cm stattfindet.

Nehmen Sie die Bewegung der Munze. die Bewegung des Daumens. und die Interaktionskraft als rein vertikal an.

Maximalhdhe x = 30cm

Masse der Minze = 4g
Tragheitsmoment der lMunze um die Rotationsachse = 1.44 x 10"?kg m 2
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Energieerhaltung

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Lagrange

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

- df(q.t
L =T(g,d,t) - Vigdt)+ L2

dt

d (EJL) (i’}'L)
— (=)= (5=) =0
dt Gi'ri_jf;L Gi'q;l
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Ubung XXVI — Lagrange

Das Abfedern des Kérpers beim Gehen kann in erster Naherung als eine mathematisches Feder mit der Federkonstante k, der

Masse m und Auslenkung @ beschrieben werden. Bewerten Sie ob folgendene Funktionen giltige Lagrange-Funktionen fiir
dieses Problem sind:

L(z,&) = yma® — Tka? + 3mka

Liz,Z) = %mmz — 2k — ka?
Lz, &) = %mmz:i:z + mk
Lz, 2) = %m:i:z = %kmg

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Wann Newton-Euler/Impuls oder Energie (Lagrange)?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Inverse dynamische Analyse

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

df {_F,I.:! F._}

L=T(q,q,t) - Vig,q,t) 4 It

d [aL oL\ _,
dt \ 9. MNe

Energie des Mehrkoérpersystems

mit W als Leistung
l-"l-"rMIava — M -w

H'rl't,p.'u:si'l.r —R-v

AE, < o Al
X E.: Wgi +;WM.:; R

Inverse dynamische Analyse
mit /T als Reaktionskrifte

20: Jyer = Moy + Mog+ ¥ (R -log+ Ry - 1y)

i

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrkirpersysteme:

: U,
By = ml{d—: + wyty — Wty )

Fo = mi rf;;" bty — wiettz)
F, — m{{i_;z + Wty — Wyty)
M = 4 52 4 (0, — By
M, = J, ";” b (e — Yottt
M. = J, d:l‘;‘ £ — i

Muskelmechanik
Hillmmodell, mit Muskelkraft

v Fob — av

F(v) — Fo — (Fo +a)
L{v) = vF{v)

Qv) — 5 (1 + ""{”}) (v+b)

v+b v+ b

Fo
3 Huxleymodell:
- ”E;f- ” = f(x)[1 — nlz, 8)] — glx) - nlx, t) —vi(t) - n'(x, 1)
nfx) % isometrisch

Muskeloptimierung

N
=k, Fa, ... Fy)— MMy — Eh' - )

Harmonischer Oszillator
miy — —ky + myg

ylt) = Ay sinwt + Ag coswt 4

Ubergang Laufen-Gehen

w?

r(t) — lo+ — sin (wt) + %{mﬁfmt] —1)

Alpor — lol1 —sin (og))

Hilfsgleichungen
Quadratische Lisungsformel
ar® +br+e—0 —
b4 \.-“'PT?-_-I}E
2a

=

Sinus- und Kosinussatz
L h i

BITL O sirn b SiI1 ¢

b =a® + ¢ — 2accos (4)
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Inverse Dynamics

Inverse dynamische Analyse

mit H als Reaktionskratte

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

2D: Jpa = M,

J.I-I'l '..'!r: i

Z(Rr,é ' E:x:?

)

Ry.t’ ' ‘Ey.i}
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Ubung XXVII — Inverse Dynamics

1.12 (2 points) The pendulum shown in the fig-
ure swings on a vertical plane. Denote by R the

magnitude of the constramt force E. Which of the
following statements 1s correct?
(a) R = mgcos@ always.
(b) R > mgcos @ always.
(c) R < mgcosf always .
)

(d) R depends on the motion 6(%).

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XXVIII — Inverse Dynamics

Write down the differential equation that governs the motion of the seesaw. You can
derive it from either Newtonian mechanics or energy conservation principles. Assume that
propellers generate forces Fy and Fs.

w1 sy P

e

!

Figure 1: Seesaw with attached weight with mass my, and distance from center £y,

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Ubung XXIX — Inverse Dynamics

A disk of mass M and radius R is free to rotate about its center of mass
(), as shown in the figure. A cable connected to the block B of mass m is
wound tightly around the disk. Assume that the mass of the cable is neg-
ligible. The centroidal moment of inertia of a disk of radius A and mass
M is I = 5MR* Which of the following equations of motion is correct?

(a) %ﬂ-fﬂgg +mghRcosfl =0

(b) (AMR? + mR?)§ +mgR =0
(¢) (

sMR? +mR?) 6+ mgR (1 + cosf) =0

(d) TMR* + mRO — mgR (1 + cosf) =0

(e) %fl-fﬁzé +mgR =0
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Energie des Mehrkorpersystems

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

df [r,l.,. F.}

L=T(q,q,t) - Vig,q,t) 4 It

d [ aL aLy 0
dt \ i} rf;: i .’-l';k

Energie des Mehrkorpersystems

mit W als Leistung
l"i'rr.l‘l-l',akﬁv =M -w

I"t'rl't,pm:si'l.r —R-v

AE, < o Al
X E.: Wgi +;WM.:; R

Inverse dynamische Analyse
mit /T als Reaktionskrifte

20: Jyer = Moy + Mog+ ¥ (R -log+ Ry - 1y)

i

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrkirpersysteme:

Uy

By = ml{F + wyty — Wty )
d,
F, — sl ¥ it — vy
w — m T bty — wettz)
1,
F,.= m{% + gty — Ly liy)
e
Jt"rr_ — "!I'd_; + {J,g S ""].l'}'."‘"l?.l'wf
i
M, — ,f,,‘j-:-!-‘ b (e — Yottt
o
i,
M. =, £ + [y — Js e,

Muskelmechanik
Hillmmodell, mit Muskelkraft

v Fob — av

F(v) = Iy — (Fp +a)

v+b v+ b

L{v) = vF{v)

(v)

ﬂ:’{v}—%(l+ = ){u+b}

"
G o e
E : z,6)] —

fifx) ﬁ

y(x) - nfx, 1) — vit) - n'r{;r, t)

isornetrisch

Muskeloptimierung

N
J= (P, P F) — MMy — Eh" IR

Harmonischer Oszillator

mif — —ky

y(t) = Ay sinwt +

-+ g

Az coswt 4 —
["PI

Ubergang Laufen-Gehen

T
r(t) — lo+ — sin (wt) + %{mﬁ (wt) — 1)

Alper — lof1 — sin (g ))

Hilfsgleichungen

Quadratische Losungsformel

!’LIE-I—E'.I;?:-J--I".‘—H —

b+ % — dae

=

2a

Sinus- und Kosinussatz
L h

i

BITL O sirn b SiI1 ¢

-i'r‘f == u,d | t:J

2acoos ()
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Energiefluss

Energie des Mehrkorpersystems

mit W als Leistung
Wit aktiv =M - w

I'.]'-I.H-.PE‘I.E-:':]"H..' = R * ¥V

9 N
AE, . - AU
At Z -y ; M T A

nutzbare Leistung o. Energie < 1

T]:

gesamte Leistung o. Energie

0

Leist |
Antriebskraft Widerstandskraft BRGS0

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Energiefluss

Fl d = FxgVxd + Fyd Vyd

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 95



Euler

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrkorpersysteme:

duv, .
F.’l'.‘ = ﬂl‘{ d | Wy, — LJ.,-';’I-‘yJI
dv .
F i . g Gl — "t
g = T = e +Us)
duv. |
F, = T”{ ¥ - WUy — ':‘*ry"t'r;uj
dw,
M, =.Js el (2 — Iy Jdgytnr
M, = J, S 4 (J, — T
iVly — Jy [I_IL | { T z J T
i, = 3,5% o6
SHEE T wp !:lt- I ( ) S T}"-’-"._I_:'-‘-*y

https://www.youtube.com/watch?v=NeXIV-wMVUk
https://n.ethz.ch/~stiegerc/HS09/Mechanik/Unterlagen/Lecture19.pdf

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

96



Harmonischer Oszillator

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

, Af(a.1)

-‘r" e T'-r.q1ql'!-'r,} P-l:.[.ihl-;h;:] L”-

d [ L L\ _,
dt \ i e

Energie des Mehrkoérpersystems

mit W als Leistung
H"M,amv =M -w

le!t,p.'uu;iv —R-v

AR, < 2 Al
o Z.: Wg.i +§:w.ﬂ-’f.:ﬂ N

Inverse dynamische Analyse
mit i als Reakiionskrifie

2D: Joor — May + Moa+ Y (R -les+ Ry - L)
L3

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrkirpersysteme:

. e
Fe —mi{— + wyv, —w.v,)

di
Fy = m rff:?" bwaty — wett:)
F. = m{iz}; + tag Ty — Ly tiy)
M =J: 'j;_* + (Jz — Jy g,
M, = J, ";!‘ b (T — I Yoty
M. —J, *1:1"; + (Jy — o ity

Muskelmechanik
Hillimodell, mit Muskelkraft

L{v) = vF{v)
Q) — % (l+¥) {v+b)
& 0
Huxleymodell:
ionlx, 1) ’
— = F2)1 — nlx, t)] — glx) - nlx, t) — vlt) - n'(z,1)
nfx) % isometrisch
Muskeloptimierung
N
J=op(F, Fa,..., Fy) — A(My. — Zh. -
izl

Harmonischer Oszillator
iy — —ky + myg

ylt) = Ay sinwt + Ay coswt 4 lﬁ
["l.'l

Ubergang Laufen-Gehen
r(t) — Ip + %gin (wt) + %{mﬂ (wt) — 1)

Alpor — lol1 —sin (og )

Hilfsgleichungen

Quadratische Lasungsformel
ar® +br+ec—0 —
b+ VB2 — dac
2a

—

Sinus- und Kosinussatz
€l I e

sinee sink sine
9 3 - q
b =a® + " —2accos ()
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Ubung XXX — Euler

The 5-kg circular disk is mounted off center on a shaft
which 1s supported by bearings at A and B. If the shaft 1s
rotating at a constant rate of @ = 10 rad/s, determine the
vertical reactions at the bearings when the disk is in the
position shown.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Harmonischer Oszillator

my = —ky + mg

y(t) = Aqsinwt + As cos wt

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

g

L
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Harmonischer Oszillator

.. : ﬂll:lt act 3 3 Lﬁ aer l al
~ phase ' phase
miy = —ky + mg DA
. g
y(t) = Arsinwt + Ag coswt + — SYSTEM '
_ ~ my = —Ky + mg my = mg
3 Gleichungen fur 3 Unbekannten: Voal Sohite FS2019 544
* A;: Amplitude sin
+ A,: Amplitude cos . e %
* w: Frequenz k l
.‘1A
h_\' I”m
Flugphase Kontakt Flugphase
Flugphase: Kontaktphase:

m(§)=(_g.,g)

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 101

Fex \ = ., cos(w)
( Fs. ) =~k I)( sin(a) ) ’
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Ubung — Harmonischer Oszillator (Vorlesung)

Ein
Am

Kind hapft mit seinem Hupfstab (mges = 30 kg) vertikal am selben Ort auf und ab.

nochsten Punkt der Flugphase befindet sich der unterste Punkt des Stabes mit

entspannter Feder 20 cm uber dem Boden. Um welche Distanz ist die Feder zum

Zeitpunkt t = 0.2 s der Kontaktphase (also nach Auftreffen auf dem Boden) komprimiert,

wenn die Stahlfeder im Stab eine Federkonstante von k = 3000N m~' hat?

PVK BMII FS20 - Jack Kendall
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Muskel

Muskelmechanik,
Muskeloptimierung

ETH:zurich

PVK BMII FS20 - Jack Kendall

Lagrange-Formalismus

{ 1lf{r,|j F._}

f.- e T'-r.q1ql'!-'r,} P-l:.[.ihl-;h;:] L”-

d [ L L\ _,
dt \ i e

Energie des Mehrkoérpersystems

mit W als Leistung
H"M,amv =M -w

le!t,p.'uu;iv —R-v

-3 2 I}
i Z Wgi+ Z Whati — %
z s

At

Inverse dynamische Analyse
mit i als Reakiionskrifie

2D: Joor — May + Moa+ Y (R -les+ Ry - L)
L3

Euler-Gleichungen

Fiir rotierende Starrkirpersysteme:
: .
= m[d—; + Wyt — Wty )

dy,
Fy = m i bwaty — wett:)
v,
F. = m{{l; + ety — Wyt )
thear
ﬂ-’fr_ =— -uFH.-_ d;: + {Jg g ""Jf}r'""l"'.l"‘l""r.f
i
My = s ;j!‘ b (T — I Yoty
: L
i,
M. =.l. £ + (Jy — e gty

Muskelmechanik
Hillimodell, mit Muskelkraft
v fob — av

Bl =% —ilata)—s == Ty
L{v) = vF{v)

@w::-%(Hi‘”)ma}

Fo
i lfuxrlﬂjﬂnudell:
““E’:} = f(&)[1 — nlz, )] — g(x) - nlx, 1) — v(t) - 0'(, )
n(x) % isoinetrisch

Muskeloptimierung

N

J = 0(Fy Fay . Fn) = MMy — Y by F)

Harmonischer Oszillator
iy — —ky + myg

y(t) = Ay sinwt + Az coswt 4 lﬁ
[*l

Ubergang Laufen-Gehen
r(t) — lo+ — sin (wt) + %{mﬂ{mt] 1)
Alpor — lol1 —sin (og )

Hilfsgleichungen

Quadratische Lasungsformel
ar’ +br+e—0 —
b+ VB2 — dac
2a

—

Sinus- und Kosinussatz
€l I e

SITL O girn b 5101 ¢
. 2

b = a® + e — 2accos ()
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Muskel

Muskelmechanik
Hillmodell. mit Muskelkraft F p 1%111{1}‘)9}?1110‘319113
| " Fob — av Yl T ,
F(v) = Fo = (Fo+a) -y = = - S = f@)[L = D] = g(@) - nlat) = vt) w1
TN Wil 4 o fi(z) = f) isometrisch
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Muskel

Muskelmechanik
Hillmodell, mit Muskelkraft F Huxleymodell:

| v Fob — av on(x.t ,
F(v) = Fo — (Fp + a) - _El_ g = E_L - ;“ ”g; ) = f(x)[1 — n(x,t)] — g(x) -n(x,t) —v(t) - n'(x,t)

/ Y1) : (1 | F(U)) (v +b) n(r) = /) 1sometrisch

B = == . f o
- Q=g it g f(a) + g()
F (Vmax) =0

® |n der Biomechanik das meist benutzte Modell. ® Erlaubt die Beschreibung der Kraftentwicklung fur jede mogliche Ausgangslange
e Kann auf den ganzen Muskel-Sehnen Komplex angewendet werden, falls und Verklrzungsgeschwindigkeiten des Sarkomers.

angenommen wird dass alle Fasern den aus dem gleichen Fasertyp bestehen, die e Dje Entwickelte Kraft hangt von der Anzahl der gebildeten Querbriicken und der

gleiche Lange haben und im optimalen Langenbereich bei maximaler Aktivitat Auslenkung der Bindungsglieder ab.

arbeiten.

® Die Anzahl der Querbricken ist wiederum abhangig von der Ausgangslange des
Sarkomers, der Querbrlckenbildungsrate und der Losungsrate, sowie der
Geschwindigkeit der Kontraktion (viskose Effekte).

nix:v) 1.0

¢ Bietet keinen Einblick in den Mechanismus der Kontraktion und Kraftentwicklung
innerhalb der motorischen Einheit und es wird angenommen, dass die Anzahl der
maglichen Querbriicken bei maximaler Aktivierung konstant bleibt.

T nfx;v)
[ 0.9

B
- . - y L

| i
| 1 ¥ i o | Y
\ ] ___"'a._. ll"'
Ll -' b
NN ."/ \ |
__‘_, | . " 'I!'llJ ¥ -‘"-,. I|
|
|

- - .-/!"I," _ 45 4 05
111111 _ 7 -

———g——T e g =
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Muskel

Muskeloptimierung

N
J=(F, Fay .o FN) = MMyt — »  hy - F))

i=1

1. Kriterum y:
e Summe der Muskelkrafte ist minimal

* Summe der Spannung ist minimal
e Summe der quadrierten Muskelkrafte ist minimal

* Beliebige

2. Ableiten:
9 _0 2 _o 9 _

* Ganze Funktion ableiten und gleich null setzen:—= =0, =V, =
oA OF; OF;

3. Gleichungssystem losen
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Gangarten

) Vortumsled

t[s]

tis]
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Losungswege Alter Prufungen
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Alte Prufung - Winter 19.1 Arbeit / F = ma

Ein Fahrradfahrer (Gesamtmasse m = 83kg) fahrt entlang der Flusspromenade und verlangsamt seine
Geschwindigkeit. Berechnen Sie anhand des folgendenen Geschwindigkeits-Zeit Diagramms die
Bremskraft.

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 110



Alte Prufung - Winter 19.3 Lagrange

Ein Turner an der Reckstange kann in erster Naherung als ein mathematisches Pendel der Masse
m — T0kg und Lange I = 0.8m beschrieben werden. Bewerten Sie ob folgendene Funktionen gliltige
Lagrange-Funktionen flir dieses Problem sind:

A L(¢, ¢) = 32.20¢* + 221.18 cos ¢ (Joule)

L($, ) = 11.20¢ -+ 549.36 cos ¢ (Joule)

g L(¢,¢) = 32.20¢* + 221.18 cos ¢ + 18.10

¢‘ (Joule)

L($,$) = 11.20¢% + 549.36 cos ¢ (Joule)

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 111



Alte Prufung - Winter 19.4 Harmonischer Oszillator
— *,“:‘

Sie untersuchen die Wischbewegung beim Curling. Lésung der Bewegungsgleichungen ergibt folgendes
Model fiir die horizontale Auslenkung des Wischbesens: z(t) = Asin(wt + B), mit A, B den
unbestimmten Konstanten.

Berechnen Sie die Auslenkung zum Zeitpunkt £ = 2s, wenn w = /2 (1/s) und die Auslenkung und
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 0 = 0 als x(0) = 1/4/2m und £(0) = 1m/s gegeben sind.
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Alte Prufung - Sommer 19.12 Harmonischer Oszillator

Ein Bungee-Jumping-Springerin (mges=65kg ) mochte das Verhalten des Seils modellieren wenn sie abgebremst
wird. Hierzu nimmt sie das Bungee-Seil als Feder mit Federkonstante k=50Nm an. Nach dem freien Fall erreicht die
Springerin zum Zeitpunkt t=0 eine Geschwindigkeitvon 28ms bevor das Seil gedehnt wird und die Springerin durch

das Seil abgebremst wird. Wie gross ist die Auslenkung des Seils zum Zeitpunkt t=3
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Alte Prufung - Winter 19.9 Muskel Optimierung

FUr folgende Hebelarme flir M. Soleus und M. Gastrocnemius und einem Gelenksmoment von

M = 15N m, finden Sie die Kraft im M. Soleus die das Muskeloptimierungskriterium ¢ = . 3F'?
unter der Bedingung ) . h; F; = M minimiert.

hige = 4.2em, By = 5.1em
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Alte Prufung - Winter 19.11 Arbeit

Obwohl beim Fallschirmsprung Axels Fallschirm versagte, verletzte er sich bei seiner Landung im Schnee
nur leicht. Unter der Annahme, dass Axel (inkl. Ausriistung) m = 85kg schwer war, seine
Aufprallgeschwindigkeit ¥0 = 56m /s betrug, und der Schnee eine konstante (iiberlebbare) Kraft von
1.2 % 10° Newton auf ihn austibte - wie tief war der Schnee mindestens?
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Alte Prufung - Winter 19.15 Muskel (Hill)

Fur einen unbekannten Muskel (reiner Typ) mit dem Querschnitt Ag = 10cm”2 und den
Charakteristischen Parametern @ = 150N und b = 27cm /s wurde mit der Kraft-
Geschwindigkeitsrelation (Hill) P(v) eine maximale Verkirzungsgeschwindigkeit von v, = 0.9m/s
perechnet.

Wie viel Kraft kann dieser Muskel bei einer isometrischen Kontraktion pro Quadratzentimeter maximal
erzeugen?
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Alte Prufung - Winter 19.22 Energie

Eine Murmel (Masse m = 3g, Radius r = 7.5mm) rollt mit einer Geschwindigkeit von v = 3.5m/s auf
eine Rampe der Hohe h = 4.5m zu. Welche lineare Geschwindigkeit hat die Murmel nachdem sie die

Rampe hinuntergerollt ist?
Anmerkung: Die Murmel kann als homogene Kugel angenommen werden und rollt ohne zu rutschen.

Tragheitsmoment einer Kugel bzgl einer Achse durch den Schwerpunkt I = 2/5MR?.
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Alte Prufung - Winter 19.29 Leistung

Flr folgende Werte der aktiven und passiven Energieflisse pro Zeiteinheit, berechnen Sie die Leistung
die vom Unterschenkelsegment verrichtet wird.
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Alte Prufung - Winter 19.21 Transformation

Ein Kraftvektor wird durch die folgenden Elementarrotationen vom lokalen Koordinatensystem ins globale
Koordinatensystem transformiert:

Zuerst 60° um die z-Achse und anschliessend 90° um die y-Achse.
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Alte Prufung - Winter 19.21 Transformation

Ein Kraftvektor wird durch die folgenden Elementarrotationen vom lokalen Koordinatensystem ins globale
Koordinatensystem transformiert:

Zuerst 60° um die z-Achse und anschliessend 90° um die y-Achse.

-4 -2 0 2 4 6 8 10 — X
gt 10— Y
g = Z

- 6
L 4
- 2
0

o

https://en.wikipedia.org/wiki/Givens rotation/Dimension 3

OO
O = O
- o O

https://en.wikipedia.org/wiki/Davenport chained rotations
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Alte Prufung - Sommer 19.21 Transformation

Um das externe Drehmoment im Knie bei einer Vorubung fur den Wall-Flip zu bestimmen muss der Kraftvektor Fxarp vom Kraftmessplattenkoordinatensystem ins
Laborkoordinatensystem transformiert werden (Fi o = iLﬂbRHﬂﬁk}FHJ\jF} Beides sind orthogonale Koordinatensysteme und der Anstellwinkel 3 betragt 60°

Wie lautet die Rotationsmatrix [L"‘E‘Rm;p]um den Kraftvektor vom Kraftmessplatten- ins Laborkoordinatensystem zu transformieren?

froTTT 3000mm

1 1200mm
zLa{:nr

xL{lhﬂr [ (] I
;

g

Labor
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Alte Prufung - Sommer 19.1 Impulserhaltung

Beim Segeln herrscht Windstille. Plétzlich fallt von vorne ein Windstoss in einem Winkel von a = 7 /4 ein und versetzt das Boot (Gesamtmasse m = 300kg ) in Bewegung. Nach
Wechselwirkung mit dem Segel stromt die Luft gerade beim Heck hinaus & = & . Wenn der Impuls des Luftstosses vor und hinter dem Schiff |p| = 400kg m /s betragt. \\b
berechnen Sie die Endgeschwindigkeit des Bootes in Fahrtrichtung :

Anmerkung: Vernachlassigen Sie alle Effekte des Wassers. Alle Winkel sind bezuglich der Bugrichtung gemessen

PVK BMII FS20 - Jack Kendall 122



